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Die 17 einer Ueberſetzung in engliſcher, ee und anperen 
PE: modernen Eres wird oihalen: (i 


Vorwort. 


Die vorliegende kleine Schrift iſt zwar zunaͤchſt nur fuͤr die Leſer der 
Ingenieur: und Maſchinenmechanik des Verfaſſers beſtimmt, fie wird aber 
auch denjenigen Studirenden der Naturlehre und Mechanik uͤberhaupt von 
Nutzen fein, welche ohne ein umfaͤngliches Vorſtudium der höheren Mathe: 
matik in ein tieferes Studium der genannten Wiſſenſchaften einzugehen 
wuͤnſchen. Es enthaͤlt dieſelbe eine gedraͤngte und moͤglichſt faßliche Dar: 
ſtellung der Differenzial- und Integralrechnung oder des ſogenannten In⸗ 
finiteſimalcalculs. Der Verfaſſer gehoͤrt nicht zu Denjenigen, welche dem 
bekannten Ausſpruche Euklid's: »Zur Geometrie giebt es keinen beſonderen 
Weg fuͤr Koͤnige,« unbedingt anhaͤngen; er iſt wenigſtens der Meinung, 
daß es mehr als einen Weg giebt, welcher in das Gebiet der Geometrie 
und Mathematik uͤberhaupt fuͤhrt. Welchen Nutzen wuͤrde dieſe Wiſſen⸗ 
ſchaft ſchon geſtiftet haben, wenn man allgemein und immer bemüht ge- 
weſen wäre, neben einem wiſſenſchaftlichen (eſoteriſchen) Wege noch einen 
populaͤren oder akroamatiſchen Weg in das Gebiet der Mathematik aufzu⸗ 
fuͤhren! Gewiß wuͤrde man dadurch nicht allein der Naturlehre und Technik, 
ſondern auch der allgemeinen Bildung uͤberhaupt einen großen Vorſchub 
geleiſtet, der Mathematik als Wiſſenſchaft aber keineswegs Nachtheile zu— 
gefuͤgt, ſondern vielmehr manchen tuͤchtigen Juͤnger zugefuͤhrt haben! In 
anderen Wiſſenſchaften iſt man darin der Mathematik vorausgegangen, 
und wer wird es leugnen, daß durch die populaͤren Schriften über Natur: 
wiſſenſchaften nicht ſchon ſehr viel Nutzen geſtiftet worden ſei? Aller— 
dings bietet eine populaͤre Darſtellung der Mathematik, wenn darunter 
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nicht eine bloße Zuſammenſtellung von Regeln und Formeln ohne Ent- 
wickelungen und Beweiſe verſtanden wird, manche Schwierigkeiten dar, 
allein der Erfolg, den man davon erlangt, iſt auch deſto belohnender. Die 
fuͤr die Anwendung der Mathematik ſo ſehr noͤthige Umſicht, Sicherheit 
und Fertigkeit laͤßt ſich durch eine bloße Zuſammenſtellung von Formeln 
und Regeln gewiß nie erlangen, wohl aber iſt dies moͤglich durch das 
Studium einer mehr das Einzelne als das Allgemeine ins Auge faſſenden 
populaͤren Schrift. Dieſe Anſichten ſind das Reſultat vielſeitiger und viel⸗ 
jähriger Erfahrungen, zu welchen der Verfaſſer durch Unterrichtsertheilung _ 
und durch den Verkehr mit der Praris gelangt ift. 


Julius Weis bach. 
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Hülfslehren aus der Analyſis. 


Art. 1. Die Abhängigkeit einer Größe / von einer anderen Größe x 
wird durch eine mathematifche Formel, z. B. / = 3, oder y = ax" 
u. f. w. angegeben. Man ſchreibt allgemein y = f(x) oder z = ꝙ (N) 
u. f. w., und nennt y eine Funktion von , fo wie z eine Funktion 
von y. Die Zeichen f, p u. f. w. deuten nur allgemein an, daß y von 
, oder z von y abhaͤnge; fie laffen die Abhängigkeit dieſer Größen von 
einander ganz unbeſtimmt, ſchreiben alſo die algebraiſche Operation, durch 
welche / aus &, oder z aus y hervorgeht, nicht vor. 

Eine Funktion y = f (x) ift eine unbeſtimmte Gleichung; es giebt 
unendlich viele Werthe von und , welche derſelben entſprechen, giebt 
man jedoch die eine (&), fo ift die andere (/ durch die Funktion beſtimmt, 
und verändert man die eine, fo erleidet die andere ebenfalls eine Veraͤnde— 
rung. Man nennt deshalb die unbeſtimmten Größen x und; / Variable 
oder veraͤnderliche Größen, dagegen die gegebenen oder als gegeben 
anzuſehenden Größen, die alfo die Operation vorſchreiben, durch welche y 
aus & hervorgeht, Conſtanten oder beſtaͤndige Groͤßen. Von den 
veränderlichen Größen heißt diejenige, welche willkuͤrlich anzunehmen iſt, 
die Ur variable, und dagegen diejenige, welche als Funktion der letzteren 
durch eine beſtimmte Operation aus dieſer beſtimmt wird, die Abhaͤngig— 
variable. In y = ax” find a und m bie Conſtanten und es ift æ 
die Ur⸗, dagegen y die Abhaͤngigvariable. 

Die Abhängigkeit einer Größe z von zwei anderen © und / wird durch 
das Zeichen z = f (x,y) ausgedrüdt. Es ift in diefem Falle z Funktion 
von æ und y zugleich, und man hat es daher hier mit zwei Urvariablen 
zu thun. 


Art. 2. Jede durch eine Funktion oder Formel y = f(x) ausgedruͤckte 
Abhängigkeit einer Größe y von einer anderen Größe æ läßt fih durch 
1 
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eine ebene Curve oder krumme Linie 40, Fig. 1. und Fig. 2., darſtellen; 
den verſchiedenen Werthen der Urvariablen 7 entfprechen die Abfciffen 
AM, AN u. ſ. w., und den verſchiedenen Werthen der Abhaͤngigvariablen 


Fig. 1. Fig. 2. 


y die Ordinaten MP, NQ u. f. w. der Curve. Die Coordinaten 
(Abfeiffen und Ordinaten) der Curve ſtellen alfo die beiden Variablen der 
Funktion vor. Die graphiſche oder bildliche Darſtellung einer Funktion 
oder die Zuruͤckfuͤhrung derſelben auf eine Curve, vereinigt mehrere Bor 
theile in fih. Sie liefert uns erſtens einen Ueberblick von dem Zufam: 
menhange zwiſchen zwei veraͤnderlichen Groͤßen, ſie erſetzt uns zweitens 
die Stelle einer Tabelle, oder eines Inbegriffes von je zwei zuſammenge⸗ 
hoͤrigen Werthen einer Funktion, ſie verſchafft uns drittens die Kenntniß 
von den mannichfaltigſten Eigenſchaften und Beziehungen der Funktionen. 
Der mit dem Halbmeſſer CA=CB=r beſchriebene Kreis AD B, Fig. 3., 
Fig. 3 welcher der Funktion; / = V2 ræ — a? 
entſpricht, gewaͤhrt uns z. B. nicht allein 
eine Ueberſicht uͤber die verſchiedenen 
Werthe, welche dieſe Funktion annehmen 
kann, ſondern macht uns auch mit ande— 
ren Eigenthuͤmlichkeiten dieſer Funktion 
bekannt, da die Eigenſchaften des Kreiſes 
auch ihre Bedeutung in der Funktion ha- 
ben, wie wir beſonders im Folgenden fe: 
hen werden. 

Art. 3. Die Naturgeſetze laſſen ſich in der Regel durch Funktionen zwi⸗ 
ſchen zwei oder mehreren Groͤßen ausdruͤcken und ſind deshalb auch meiſt 
einer graphiſchen Darſtellung faͤhig. Beim freien Fallen der Koͤrper im 
luftleeren Raume hat man z. B. für die Fallgeſchwindigkeit y, welche der 
Fallhoͤhe w entſpricht, y = V2 gx; diefe Formel ſtimmt aber auch mit 
der Gleichung y = Vp x der Parabel überein, wenn man den Paras 
meter (p) der letzteren gleichſetzt der doppelten Beſchleunigung (29) der 
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Schwere, daher Lift fih auch das Fallgeſetz durch eine Parabel A PQ» 
Fig. 4., mit dem Parameter p = 2 graphiſch darſtellen. Die Abſciſſen 
AM, AN . . dieſer Curve find natürlich die 
Fallraͤume, und die entfprechenden Ordinaten 
MP, NQ .. die zugehörigen Geſchwindig⸗ 
feiten. - 

Sit a ein gewiſſes Luftvolumen unter der 
Preſſung von 1 Atmoſphaͤre, ſo hat man dem 
Mariotte'ſchen Geſetze zu Folge das 95 
lumen derſelben Luftmenge unter der Preſſung 


Fig. 4. 


von x Atmoſphaͤren: y = — 


Für w = 1 ift / = a, für ته‎ = 2, y 47, für w = 4, y = 


ela 


»:% = 10 „ y = > و‎ 2==100, ya » M O, y=(; 


10 

man ſieht alfo, daß das Volumen immer kleiner und kleiner wird, je gró- 
ßer die Spannung ift, und daß, wenn das Mariotte' ſche Geſetz bei 
allen Spannungen richtig bliebe, einer unendlich großen Spannung ein 
unendlich kleines Bolumen entſpraͤche. 

Ferner & =, giebt y = 2a, 0 = , giebt y = 4a, 

w= Yo د‎ TSN a, لک‎ 8 
je kleiner hiernach die Spannung wird, je groͤßer faͤllt auch das Volumen 
aus, und wenn die Spannung unendlich klein ift, fo ſtellt fih das Bolu- 
men unendlich groß heraus. 

Die Curve, welche dieſem Geſetze entſpricht, iſt in Fig. 5. abgebildet; 
AM, AN . . find die Spannungen oder Abfeiffen, MP, VO. die ents 

Fig. 5. ſprechenden Volumen oder Ordina— 
ten. Man ſieht, dieſe Curve naͤhert 
| fih allmaͤlig den Axen A X und 4 F 
der Coordinaten, ohne ſie je zu er⸗ 
reichen. 

Die Abhaͤngigkeit der Expan⸗ 
fivfraft / des geſaͤttigten Waſſer⸗ 
dampfes von der Temperatur x läßt 
ſich wenigſtens innerhalb gewiſſer 
Grenzen durch die Formel 


y = (= ما‎ 
ne ausdrüden, und e8 ift erfahrungs⸗ 
mäßig, wenigſtens innerhalb gewiſſer Grenzen, a = 75, b = 175 und 
| 
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m= 6. Wenn wir hiernach y = بت‎ fegen, und eine unbes 
ſchraͤnkte Richtigkeit diefer Formel annehmen, fo erhalten wir: 
: 175 
fúr x = 1000, y = 17500 = 1 Atmoſphaͤre, 
1250 * 
N: w = 50°, y = 659 => 0,133 ور‎ 
» — 2 0 = — : » 
= „ (= 175 0,006 
„ = — 750, y = as = 0,0% 2 
6 
ferner für v = 1209, y = (7) = 1,914 » 
9 6 
» x = 1500 y = 775 = 4000-4 » 
6 
I-( — 2009, 1 — 775 = 15,058 * 
Fig. 6. Die entſprechende Curve führt PQ, 


Figur 6., vor Augen; man ſieht 
dieſelbe geht in einem Abſtande 40 
= — 75 vom Anfangspunkte A der 
Coordinaten durch die Abfeiffenare, 
und in einem Abſtande AS = 0,006 
von eben dieſem Punkte durch die Or⸗ 
dinatenaxen; ferner einer Abſeiſſe AM 
< 100 entſpricht eine Ordinate MP 
unter 1 und einer Abſciſſe AN > 100 
gehört die Ordinate NO > 1 zu; 
auch iſt wahrzunehmen, daß nicht nur 
mit & in's Unendliche waͤchſt, fon: 
dern auch, daß die Curve immer ſtei⸗ 
| ler und ſteiler anſteigt, je größer æ 
: wird. 

Art. 4. Wenn man die Urvariable einer Funktion oder Abſeiſſe AM, 
Fig. 7. und 8. auf folg. S., der entſprechenden Curve um eine unendlich 
kleine, kuͤnftig durch d zu bezeichnende Größe MN wachſen läßt, fo 
geht die entſprechende Abhaͤngigvariable oder Ordinate MP = y in NO 
= YJ, Über, und wird um den durch dy zu bezeichnenden unendlich klei⸗ 
nen Werth RQ = NO — MP größer. Beide Wachsthuͤmer dx und 
dy von x und y nennt man Differenziale oder Elemente der 
Veraͤnderlichen oder Coordinaten & und y, und es ift nun unfere Haupt: 
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aufgabe, für die am haͤufigſten vorkommenden Funktionen die Differenziale, 
oder vielmehr die Verhaͤltniſſe zwiſchen den zuſammengehoͤrigen Elementen 


ihrer Variablen & und y zu finden. Setzt man in der Funktion 
y = f (x), wo x die Abſciſſe AM und y die Ordinate MP vorftellt, 

ſtatt x, M + de = AM + MN = AN, fo erhält man 

ftatt y, y + dy = MP + RQ = NQ, alſo 

y + dy = f (Œ + da), 

und zieht man hiervon den erſten Werth von y ab, fo bleibt das Element 
oder Differenzial der Variablen y, d. i. dy = d f(@) =f (æ dw) —f(x) 
übrig. 

Dies ift die allgemeinſte Regel zur Beſtimmung des Differenziales 
einer Funktion, aus welcher ſich durch Anwendung auf verſchiedene Funktio⸗ 
nen wieder andere mehr oder weniger allgemeine Regeln ableiten laſſen. 

Sf z. B. y = x, fo hat man 

dy = (x + da)? — , oder, da 
( + de)? = x + 2009 + da? zu ſetzen iff, 
dy = 20009 + dæ = (2x + da) 1 
und einfacher, da d als unendlich kleine Größe gegen 2x verſchwindet, 
oder 2% durch Hinzutritt von dæ nicht angebbar verändert wird und 
deshalb unbeachtet gelaſſen werden kann, 
dy = dad) = 2d. 
Es entſpricht y= x? dem Inhalte eines Quadrates ABCD, Fig. 9., 
Fig. 9. defen Seite AB = AD = x ift, und es laͤßt 
ſich auch aus der Figur entnehmen, daß durch Zu— 
nahme der Seite um B M = D N = d æ, das 
Quadrat um zwei Rechtecke BO und DP = 20 dæ 
und um ein Quadrat O P = (dx)? waͤchſt, daß 
alſo bei einem unendlich kleinen Wachsthum der 
von , das Quadrat y = x? um das Element 
2 de zunimmt. 
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Art. 5. Die gerade Linie PQ, Fig. 10. und 11., welche durch zwei un: 
endlich nahe liegende Punkte Pund Q einer Curve geht, heißt Tangente 
Fig. 10. Fig. 11. 


oder Beruͤhrungslinie dieſer Curve und giebt die Richtung derſelben 
zwiſchen dieſen Punkten an. Man giebt die Richtung der Tangente durch 
den Winkel PTM = « an, unter welchem die Abfeiffenare AX von 
dieſer Linie geſchnitten wird. Bei einer concaven Curve wie 4 PQ, 
Fig. 10., liegt die Tangente außerhalb der Curve und Abfeiffenare, bei ei- 
ner converen Curve A PQ, Fig. 11., hingegen befindet fie fih zwiſchen 
der Curve und Abfeiffenare. 

In dem unendlich kleinen rechtwinkeligen Dreiecke POR, Fig. 10. und 
11., mit den Katheten PR = dx und RQ = dy ift der Winkel O PR 
gleich dem Tangenten winkel PTM = a, und 0 


tang. QPR = Ss iſt, 
ſo hat man auch 
tang. u = dy 
dx’ 


es giebt alfo das Verhaͤltniß oder der Quotient der beiden Elez 
mente dy und de die trigonometriſche Tangente des Tan: 
gentenwinkels an. 

3. B. für die Parabel, deren Gleichung y? = pæ ift, hat man, wenn 
man y=pr=s fegt, 05--))--001-- Y= yY + 2y dy dy?— y? 
= 2ydy + d, oder da dy? gegen 2ydy oder, was auf eins ber: 
auskommt, dy gegen 2y verſchwindet, 

dz = 2ydy, und ebenfo 
dz = p(s + dæ) — pr = pda. 

Es ift hiernach 2 ydy = pd æ, und daher für den Tangentenwinkel 

der Parabel : 


— — —— سے‎ — tn 
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In der Regel nennt man das beſtimmte Stuͤck PT der Beruͤhrungs— 
linie zwiſchen dem Beruͤhrungspunkte P und dem Durchſchnittspunkte T 
mit der Abfeiffenare, Tangente, und die Projection TM deſſelben in 
der Abfeiffenare, Subtangente, und hat daher 

subtang. TM = PM cotang. PTM 


dx 
= y colang. ¢ = y dy’ 


3. B. bei der Parabel subtang. = y . z = 2. Es iſt alfo hier 


die Subtangente der doppelten Abſciſſe gleich, und hiernach die Lage der 
Tangente für jeden Punkt P der Parabel leicht anzugeben. 
Art. 6. Für eine Funktion; = a + m f (x) hat man 
dy = [a4 m f (w+ d)] — [a + m f(@)] 
— a - a لا‎ mf (c + da) — mf (a) 
= m [f (w+ dæ) — f(z)]; 
d. i. I. d (am / (c = mdf(a), 
z. B. d ) ＋ 3% = 3))0 ＋ dr)? — f = 3 20% x = d. 

Es ift ebenſo d (4 — 1,03) = —1/, d (28) == — 1, | (x + da)? — 28 | 
= —Y+3202de+32d e.. 

Wir können hiernach folgende wichtige Regel aufftellen: Die cons 
ſtanten Glieder (a, 5) einer Funktion verſchwinden beim 
Differenziiren, und die con ſtanten Faktoren (m, 3) bleiben 
hierbei unveraͤndert. 

Die Richtigkeit dieſer Regel laͤßt ſich auch graphiſch darthun. Fuͤr die 
Curve 470, Fig. 12., deren Coordinaten ein Mal AM = & und 
MP = y = f(x), und ein anderes Mal A M. =x und M, P=a+y 
= a + f(x) find, it PR = dx und RQ = dy = d f(x) und auch 
= d (a +y) = d [a+ f(x)]; und für die Curven AP, Q, und APQ, 
Fig. 13., deren zuſammengehoͤrige Ordinaten MP, und MP, fo wie 

Fig. 12. Fig. 13. 


NQ, und VO ein gewiſſes Verhaͤltniß zu einander haben, ift auch das 
Verhaͤltniß zwiſchen den Differenzialien O. RN. = NQ, — MP, und 


——— mn — $ — —' —uvL„ł— — —— 
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QR = NQ— MP beſtaͤndig daffelbe, ift alſo MP, = m MP = mf(x), 
fo hat man auch R, 0, = mH O, d. i. d[mf(x)| = mdf (a). 
If y = f(x) + p(x), fo hat man 
dy = fæ + dx) + p(w + dr) — (a) — p(x) 
= f(z + da) — f@) + p(w + dr) — g(a), 
oi. U. dif œ) + Pa] = df) + dola): 

Es ift alfo das Differenzial von der Summe aus mehre— 
ren Funktionen gleich der Summe von den Differenzialien 
der einzelnen Funktionen. 

3. B. d (2 + 3% — 1,73) = 2d + 6 cda — Y, x d x 

Fig. 14. = (2 + 6x — 4,28) da. 

Die Richtigkeit dieſer Regel ift auch aus der 
Betrachtung einer Curve A PQ , Fig. 14., abzulei⸗ 
ten. St MP = f(x) und P,P = p(x), fo 
bat man MP, = y = f(x) + ꝙ (x), und 
dy = RQ = RS + SQ, = RQ + SQ, 
=df(x) + dp(x), da N S parallel zu PQ 
gelegt werden und deshalb NS = RQ und 
QS = PP, gefegt werden kann. 


Art. 7. Die Funktion y = x” ift die wichtigſte der ganzen Analyſis, 
weil man faſt bei allen Unterſuchungen auf dieſelbe ſtoͤßt. Wenn man 
dem Exponenten n alle möglichen Werthe, pofitive und negative, ganze und 
gebrochene u. ſ. w. beilegt, ſo liefert ſie auch die verſchiedenartigſten Curven, 
wie durch Fig. 15. a. f. S. veranſchaulicht wird. Es ift hier A der Null: 
oder Anfangspunkt der Coordinaten, XX die Abſciſſen- und J die 
Ordinaten-Axe. Setzt man in y =x" , æ = 1, fo erhält man auch 
y = 1, macht man daher die Coordinaten AM und MP= 1, oder con: 
ſtruirt man aus AM = AN = 1 ein Quadrat, fo erhält man in dem 
Eck P deſſelben den Punkt, durch welchen die Curve ſtets gehen muß, wel— 
ches auch der Exponent n fein möge. Nimmt man n = 1, ſetzt man 
alfo y = &, fo bekommt man die von beiden Axen X X und FY gleich- 
viel abweichende Gerade (1 41); nimmt man n > 1, fo erhält man con: 
vere Curven, ſetzt man dagegen n < 1, fo ergeben ſich concave Curven; 
jene laufen anfangs unter und von P aus über der geraden Linie (141) 
hin, bei dieſen iſt das Umgekehrte der ig Fuͤr n=0 iff y= =—1, 


und fuͤr n = مه‎ ift y = 0 ل جين‎ „alſo umgekehrt w = / = 1; 
der erften dieſer beiden Gleichungen entfpricht die Gerade (020) und der 
zweiten die Gerade (oo PO). Man ſieht, die Curven, welche pofitiven 
Werthen von n entfprechen, ziehen fih anfangs unter, und von P 8 
über der Geraden (0 PO) hin, die Curven, welche aus negativen Werthen 
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von n refultiren, laufen hingegen erft über, und jenſeits P unter (0 P0) 
hin. Für jene Curven ift fir & = 0 auch y =.0 und fiir 7 = œ 


Fig. 15. 


aud / = œ, für diefe hingegen für = 0, y= œ und für x= مه‎ 
y = 0. Während ſich jene immer mehr und mehr von den Coordinaten- 
aren XX und YY entfernen, je weiter man fie verfolgt, nähern fich diefe 
einerfeit8 immer mehr und mehr der Axe XX und andererſeits der Axe 
FF, ohne fie jedoch wirklich zu erreichen. 


. ول hat‏ باقلا 
Die Funktionen y = x”, Y, x 1 s w., d. i.‏ 


7 — Ve, V t= سل‎ u. ſ. w. 


geben für jedes x einen poſitiven und einen gleich großen negativen, für 


10 Hülfslehren aus der 6 

ein negatives 7 aber einen imaginären Werth; deshalb finden fih auch 
die entſprechenden Curven nur im erſten und zweiten der von den Axen 
XX und FY begrenzten Quadranten. Die Funktionen 


22 1 
y = n s”, e” Ww ſ. W., 8 i. 


y=, Vr, Yi u. f w. 
geben für jedes negative w auch ein negatives y, weshalb die 5 


den Curven außer dem erſten Quadranten X A noch den dritten XAY 
einnehmen. Die Funktionen : 


ya j ERD 
y = , E Var u. ſ. w. 
erhalten ſelbſt bei negativem & pofitive y, und deshalb bleiben die 95:4 


rigen Curven ſtets über der 156 XX oder im erſten und vierten 
Quadranten. 


7 


Art. 8. Wenn wir in der Funktion y = * : ແ um dx wachſen 
laſſen, fo erhalten wir den Werth y, = ( + dx)", und daher das 
Differenzial oder Element dy = yı — y = ( + = x) — a". 


Der binomiſchen Reihe 
1 1 e — 1) a" 


(a +a)” = d + na" x+ =. 2 
a 1) paa 3 


zufolge iſt aber 
) ＋ dn)” س‎ + na” d + 


daher erhalten wir denn 


fiw u 


dx? + .. 
dy = d(x") = na" ' dæ + EE dat +. 


n — | n (n— 1) gr 
na" „„ 1 da +.) dz: 


— Ah 
oder da j e. wegen der unendlichen Kleinheit von 


dx gegen n verſchwindet, d(x") = ng” dx. 
3. B. d ( = 5 dx, d (VS = d(x”) = 3,0” dz, 
d (5) = åd (1 Y = 8 d; ferner 
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d Mr = = d yu = du”) = Yu au, CEE ) 
u” 


, 208 20608 (FAR 
E Vira aî 


Aus der wichtigen Formel d (x) = na" "dx folgt nun auch die 


Formel fuͤr den Tangentenwinkel der entſprechenden und in Fig. 16. abge⸗ 
Fig. 16. 


bildeten Curven; es ift nämlich tang. & = 4 = na" ! 


Hiernach hat man 3. B. für die ſogenannte Neil'ſche Parabel, deren 
3 
Gleichung y = vr ift, 


Hülfslehren aus der Analyfie. 11 
d (2c - 


u a 


d 0 -- 02 = dyu = d = u du =! 


2rdæ — 2 7۳-2 
Va Vera 
Aus der wichtigen Formel d (æ) = ຄສັ" dx folgt nun aud die 


Formel für den Tangentenwinkel der entfprechenden und in Fig. 16. abge- 
Fig. 16. 


= 1 
— 2 * 


bildeten Curven; es iſt naͤmlich tang. a = 4 = ຄະ 


Hiernach hat man 3. B. für die ſogenannte Neil'ſche Parabel, deren 
2 Jara 
Gleichung y = ve. ift, 
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dy 
Art. 9. Menn man in dem Elementeverhältnif 7 oder in der Fermel 


für die Tangente des Tangentenwinkels får x . A nach verfchiedene 
Werthe ſetzt, fo erhält man durch dieſelbe die verfchiedenen Lagen der Be— 
ruͤhrungslinie. Nimmt man x = 0, fo erhält man die Tangente des 
Tangentenwinkels im Anfangspunkt, nimmt man & = co, fo erhält man 
dieſelbe fuͤr einen unendlich entfernten Punkt der Curve. Am wichtigſten ſind 
die Punkte, wo die Tangente einer Curve mit der einen oder der anderen 
Goorbinatenare parallel läuft, weil hier in der Regel die eine oder die andere 
der Coordinaten © und y ihren größten oder kleinſten Werth hat, 
oder, wie man ſagt, ein Maximum oder Minimum iſt. Fuͤr den Paralle⸗ 
lismus mit der Utfciffenare hat man æ = 0, alfo auch lang. = 0, und 
für den mit der Ordinatenaxe « = 90°, alfo tang « = co; und hiernach 
folgt die Regel: man findet diejenigen Werthe der Ubfciffe 
oder Urvariablen x, welchen die Maximal- oder Minimal: 
werthe der Ordinate oder Abhaͤngigvariablen y entſpre— 


, 


chen, wenn man das Differenzialverhaͤltniß لاک‎ oder 


=o fet, und die erhaltenen Gleichungen in Hinſicht - 
auflöft. 

3. B. für die Gleichung; / = 6x — a? + 28, wacher der Curve 
470 in Fig. 17. entſpricht, ift 


3 sg i (2 — x), 
und es folgt durch Nullſetzen von = 1 > 0 und 2 — s = 0, 


da’ 


Fig. 17. 
Fig. 18. 


d. i. x = í und r= 2. Dieſe Werthe in die Formel 

y = br—%a + mw 
geſetzt, ergiebt fib der Marimalwerth von y: MP = 6 — 9%, + 1 = %, 
und der Minimalwerth VO = 12 — 18 + 8 = 2. 


Ferner für die Curve OPQ, Fig. 18., deren Gleichung y = a + (-)“ 
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iſt, hat man sr = Y, (G- ) Ya = I und um nun den 
a 3 - b 
Minimalwerth MP von y zu finden, fegt man 7 =0, 


Ni. AE Sa , 3 V= 0, d i & =b. Der ent⸗ 
3 - ob 
ſprechende Minimalwerth ift y = a; nimmt man dagegen & = 0, fo er: 
haͤlt man y = a+ Vb, und nimmt man w = 2 b, fo ſtellt ſich eben- 
falls y = a + /s, alfo in beiden Fällen ein größerer Werth von y 
heraus. ` 

Art. 10. Sowie bei einer vom Anfangspunkte A aug auffteigenden Curve 
y mit 7 wichft, und deshalb dy pofitiv ift, bei einer niederſteigenden 
hingegen y abnimmt, wenn x größer wird, und deshalb dy negativ aus- 
fällt, und endlich an der Stelle, wo die Curve mit der Coordinatenaxe AX 
parallel läuft, dy Null ift, ebenſo find die gleichen Abſciſſen-Elementen 
dæ = MN = NO = PS = QT... entſprechenden Ordinaten⸗ 
Elemente SQ = PS tang.QPS, d. i. dy = dx . tang. œ, 

TR = OF tng ROT, d. i. dy = dx. tang. d u. f. w. 
und alfo auch die Tangentenwinkel , &, u. f. w. bei einer converen Curve 
APR, Fig. 19. im Wachſen und bei einer concaven Curve APR, Fig. 20., 
Fig. 19. Fig. 20. Fig. 2k, 


im Abnehmen begriffen, es iſt folglich im erſten Falle 
= SL) 
d (tang. «) = d ( Ey: pofitiv, 
und im zweiten d (tang. c) = d ( negativ, und man hat endlich 


auch für den Wendepunkt Q, Fig. 21., d. i. für die Stelle O der 
Curve, wo Convexitaͤt in Concavitaͤt übergeht, oder das Umgekehrte ſtattfin⸗ 
det, auch OS = RT, und daher 
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Es gilt alſo die Regel: iſt das Differenzial der Tangente des 
Tangentenwinkels pofitiv, fo beſitzt die Curve Gonveri- 
tät, iſt es negativ, fo hat dieſelbe Concavitaͤt, und iſt 
es Null, ſo hat man es mit einem Wendepunkte der Curve 
zu thun. 

Auch iſt hiernach leicht Folgendes zu ermeſſen. Die Stelle, wo die Curve 
parallel mit der Abfeiffenare läuft, für welche alfo tang. & = 0 ift, ent: ~ 
ſpricht einem Minimo, Maximo oder Wendepunkte der Curve, 
wenn dieſe conver, concav oder keines von beiden, wenn alſo 

d (tang. c) poſitiv, oder negativ oder Null ift. 

Dagegen die Stelle, wo eine Curve mit der Ordinatenare parallel läuft, 
alfo tang. & = œ ift, entſpricht einem Minimo, Maximo oder Wen- 
depunkte der Curve, wenn dieſelbe concav, conver oder theils concav, theils 
conver, wenn alfo d (tang. œ) vor und nach dieſer Stelle negativ, 

N » » » pofitiv, oder 
vor diefer Stelle ein anderes Zeichen hat als nach derſelben. 

Ein Curvenſtuͤck mit Wendepunkt Q der erſten Art führt Figur 22., 
und ein ſolches mit einem Wendepunkt der zweiten Art Figur 23. vor 
Augen. Man ſieht, die entſprechende Ordinate VO ift weder ein Maris 
mum noch ein Minimum, denn es ſind in keinem Falle die benachbarten 
Ordinaten MP und OR beide größer oder kleiner als NO. 


Fig. 23. Fig. 24. 


Fig. 22. 


A ال‎ Eo Mo 

Art. 11. Die der Abſciſſe AO = x, Fig. 24., entſprechende Ordinate 
OP = y läßt fih aus unendlich vielen ungleichen Elementen dy = FB, 
GC, HD, KE. . zuſammenſetzen, die lauter gleichen Elementen 
dx = AF = FL = LM = MV. entſprechen. Wäre daher 
dy = p(x). dæ gegeben, fo würde man y durch Summation aller der- 
jenigen Werthe von dy finden, die fih herausftellen wenn man in 
ꝙ (). d ftatt x nach und nach dr, 2 d, 3 d, Adw.. bis nde = x 
einſetzt. Dieſe Summation deutet man durch das ſogenannte Integral: 
zeichen / an, welches man vor den allgemeinen Ausdruck für die zu 
ſummirenden Elemente ſetzt, ſchreibt alſo ſtatt 


pr. 
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y = [p (dx) + g (2dx) +Y9(3da) +... + p(x)] da, 
y= p(x) da. 


Auch nennt man in dieſem Falle y das Integral von p(x)dx, fo wie 
پټ‎ ) d das Differenzial von y. 

Zuweilen kann man das Integral /p (x) d durch wirkliches Summi⸗ 
ren der Reihe (dx), ꝙ (2da), ꝙ (3 d) u. f. w. beſtimmen, viel ein- 
facher iſt es jedoch bei Ausmittelung eines Integrals eine der im Folgenden 
entwickelten Regeln der ſogenannten Intregralrechnung in Anwendung 
zu bringen. 

Für das Differenzial dy = mæd hat man z. B. das Integral 
m 040 = md (dx + 2d + 3dr +... + x) 


= (1+2+3+ +) mda, 


oder, a E 1 چو‎ eine gewöhnliche arithmetifche Progreffion bildet 
(f. Ingenieur S. 141.), deren erſtes Glied = 1, letztes Glied = 455 und 


Anzahl der Glieder ebenfalls = ift, 
| SP) 2) AP 
Jmæ d = A + 2 da m daR, 
und einfacher, da 1 gegen die unendlich große Zahl TZ 75 verſchwindet, 


Imad (is) m da = ms. 


Art. 12. Aus der Formel d [a +mf(x)] = mdf (x) folar durch Um: 
kehrung Smdf(«) = =a+mfa)=arm/dfe), ٢ 
oder d ງ = p(x). dr geſetzt, 
Imo Gd = a +m f(a) da, 
und hieraus a daß der conftante Faktor m beim Integriren ſowie 
beim Differenziren unverändert bleibt, und daß durch bloßes Inte: 
griren ein etwa vorhandenes conſtantes Glied a nicht beſtimmt 
werden kann; daß alſo das Integriren allein ein noch unbeſtimmtes 
Integral liefert. Um das conſtante Glied zu finden, muͤſſen zwei zuſam— 
mengehörige Werthe von & und y = fp (x)dæ bekannt fein. Iſt für 
* = c, y = k, und hat man y = fọ (x)d& = a + f(x) gefunden, 
fo muß auch k = a + f(c) fein, und es giebt daher die Subtraction 
y—k = f(w)—f(c), alfo in dieſem Falle 
y = fọ d = k + f(z) f(c); 


und man hat hiernach die Conſtante a = k— f(e). 
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Wenn man z. B. weiß, daß das unbeſtimmte Integral 
2 
ad .— T für ې ته‎ 1, y= 3 giebt, 


fo hat man bie nöthige Conſtante a = 3 — ½% = ½, und daher das 
Integral 
a دا‎ ＋ 2 
y= f adr A ps ې‎ 
Selbſt die Conſtantenbeſtimmung läßt das Integral noch unbeſtimmt, 
weil noch für x als Urvariable jeder beliebige Werth angenommen werden 
kann; will man aber einen ganz beſtimmten Werth k, des Integrales 5 
ben, der einem beſtimmten Werth cı von x entfpricht, fo muß man noch 
diefen in das gefundene Integral ein-, alſo e. = k + f (e) — f(e) 
ſetzen. 
2 
So giebt z. B. y = fodi = Sta 
Meift ift derjenige Werth von bekannt, bei welchem y = 0 ift; in 
dieſem Falle hat man alfo k = 0, und eg führt daher das unbeſtimmte 
Integral /w(w)d = f(x) auf das beſtimmte . = f (e) — f (0), 
das alfo gefunden wird, wenn man in den Ausdruck f(x) für das unbe- 
ſtimmte Integral die beiden gegebenen Grenzwerthe cı und c von æ ein: 
ſetzt, und die erhaltenen Werthe von einander ſubtrahirt. Um dies ans 


5, 15. 


zudeuten, ſchreibt man ſtatt /p(x)dx, f i p(x) dx, wenn alfo 


2 6۹ 
z. B. Jp (edn = 5 ill, * g (dn = 


Die Umkehrung der Differenzialformel d[f(z) + p(x)]=df(x)+ do(s) 
giebt die Integralformel /[df(x) + dp (w)] = f(x) + p(w), oder 
wenn man df(x) = ) dx und d = ) dx fegt, 

II. / (x) dz +x(@)da]) = / ت۵ 4 (ته) ل۷‎ + f(0) dx. 

Es iſt alfo hiernach das Integral von einer Summe mehre— 
rer Differenzialien gleich der Summe von den Integralen 
der einzelnen Differenzialien. 

3. B. /)3 5000039 = [dx +f5rdz = 3x + /. 


Art. 13. Die wichtigſte Differenzialformel des Artikels 8, 


d ( = n da, 
fuͤhrt durch Umkehrung ebenfalls auf die wichtigſte Integralformel. Es 


iſt hier Sna dæ = x”, oder nfa dn= رګنل‎ ode 
n 


e‏ -م 


۲ daz سلا‎ fegt man alfo n — 1 = m, und hiernach 
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n =m + 1, fo erhält man folgendes wichtige Integral: 
m-+1 


m 4 
Jw dı= rer 
das allein in der Anwendung mindeſtens eben fo oft vorkommt, als alle 
uͤbrigen zuſammen. | 

Dieſe Form des Integrales weiſt auch darauf hin, daß diefes dem in 
Art. 7. abgehandelten und in Fig. 15. abgebildeten Curvenſyſteme ent: 
ſpreche. i 

Hiernach iſt z. B. /593 08 = 5 d = Yat; ferner 


. de = fx” ie Yo * = = % Ve; 


1 * 
% „ „ dan 1/, = yz; 


f(4— 6a? + S dn = Ada — [Gada + 5d 


= 4/ 00--0/ 0900 + 5/ rtd 4 - 2 ＋ x; ferner, 
wenn man 3 — 2 =u, alfo 3000 = du, oder de = gu einſetzt, 


ول 
می وینو * 4 f ۷3-2-0, = fu‏ 


== (3 2 — 2)3; 


endlich, wenn 20?—1 =u, alfo 40703 = du, d. i. rd = du geſetzt wird: 


> 70 
شم‎ 2 N dn 43 = hE 


2x?—i Vu 


= 1% )/)2 02-185 
Durch Hinzufuͤgung der Grenzwerthe laſſen ſich 6 unbeſtimmten 
Integrale ſogleich in beſtimmte verwandeln, z. B. 


7 ne = 9, A 14) = %,.(16—1) = 18%, 


9 
— کڪ‎ 9 —_vi=1, 
E N werde 
ړ‎ Viz - 2 . 08 =% (VIE — VP)—=%(4—1)— 1. 
Wire z. B. (4—6 x? + 5 de = 7 für x = 0, fo hätte man 
allgemein: / (4—62 + 5a)dr = 7 +42 — 22° + 2°. 
Art. 14. Die binomiſche Reihe: 
Wi n n(n—1) n(n—1)(n—2) 
e ee ee 


2 
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giebt, wenn man n unendlich groß ſetzt, fo daß 1, 2, 3 u. f. w. gegen n 
verſchwindet, 


4＋ =1 + دچ‎ + ge + +. 


Ta 


Setzt man ferner x = dx, und ftatt n = سی‎ fo erhält man 


er x Er ICON 
(1+da) =i+ نو‎ 4 20170 dar+ (7. dæ +... 


00 x 9 څول‎ 
r HE دوجو‎ erp th .دا‎ 
nehmen wir endlich & = 1, fo erhalten wir 


1 
+d = 1＋ 14 ½ 1 . FY, . = 2,71828..., 
eine Zahl, welche ſtets durch den Buchſtaben e bezeichnet und die Baſis 
des natürlichen oder hyperboliſchen Potenzen⸗ oder Loga⸗ 
e zu genannt wird. 


£ * 


Da (1 + day” er + da)” e”, fo hat man bier: 


nach für die fogenannte REE e” die Reihe: 


x x x? W ak 
C ee 


Setzt man a = ຂີ fo ift Ym = Log. nat. a, ©. i. ber natür: 
liche oder hyperboliſche Logarithme von a, und daher 


له Or OE‏ هرسو سي 


Setzt man y = a” = e", fo hat man umgekehrt 
x = Log., y und a = Log. nat. /, daher 
Log., Y =m Log. nat. y, fo wie umgekehrt | 
1 
Log nat.y oder Log., y = =i Log. Y- 


Die Zahl m heißt der Modul des der Grundzahl a entfprechenden 
Logarithmenſyſtemes. Es laͤßt ſich alſo mit Huͤlfe deſſelben der natuͤrliche 
Logarithme in jeden kuͤnſtlichen, und umgekehrt ein ſolcher in den natuͤr— 
lichen verwandeln. Fuͤr das Briggiſche Logarithmenſyſtem iſt die Baſis 
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a = 10, daher Ym = Log. nat. 10 = 2,30258 . . ., und umgekehrt 


der Modul m = 1 


Log. nat. 10 


= 10,43429 , . . 


Es ift alfo Log. y = 0,43429. Log. nal. y, und 


Log.nat.y = 2,30258 Log. y. 


(Vergleiche Ingenieur, Seite 136 u. f. w.) 


Art. 15. Der Lauf der Curven, welche den Exponentialfunktionen 


ya oder 7 10” entfprechen, wird durch Fig. 25. veranſchaulicht. 
Fig. 25. 


Shr x = 0 ift in beiden 
Fällen p= @ =x 0s 1, 
deshalb gehen denn auch beide 
Curven PR und OS durch 
denſelben Punkt (O) in der 
Ordinatenaxe. Fuͤr & = 1, 
giebt y = e” = 2,718... 
und y = 10° = 10, für 
x = 2, giebt 
y = oF 2,18 9م‎ 
und y= 107 =10?=100 
u. ſ. w.; es ſteigen alfo auf 
der poſitiven Seite der Ab— 
feiffenare beide Curven, zu: 
mal aber die letztere, ſehr 
ſtark an; dagegen iſt fuͤr 
w= 1: 
e = g” = نند نبا‎ 
2,718 
= 0,368 und 
10˙ = کڪ‎ 
ferner fuͤr 0 = — 2, 
x -2 1 رد‎ 


* 


und 10° 10777 = 0,01; 
endlich fúr = — œ, ge: 
ben beide Gleichungen 


Es nähern ſich alfo beide Curven auf der negativen Seite der Abſeiſ— 


9 + 


| 
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ſenaxe dieſer Axe immer mehr und mehr, und zwar die letztere mehr als 
die erſtere; jedoch findet ein wirkliches Zuſammentreffen mit dieſer Axe 
nie Statt. 


Da aus / = e”, œ = Log. nat. y und ebenfo 
aus y 2 7 = Log. folgt, 


ſo geben dieſe Curven auch eine Scala der natuͤrlichen und Briggiſchen 
Logarithmen ab; es find nämlich die Abſciſſen die Logarithmen der Ordi— 
naten; es iſt z. B. AM = Log. nat. MP = Log. MQ u. f. w. 


Art. 16. Das Differenzial der Exponentialfunktion y = a“ ergiebt 
ſich durch Anwendung der allgemeinſten Regel des Differenziirens: 


dy = th کہ‎ = 0 44 = 0 (a —1); 
da aber die Exponentialreihe 
© w N? 
= - „ 2 5 
۹ $k m t% + یي د‎ l 


de.. dx 1 (= 
Ar سا د در‎ ٢ ٣٢ 
giebt, und der letzte Werth Eu = 1 + dz gefegt werden kann, fo 


erhält man hiernach dy = a” (1 + dz — 1), d. i 


i : 
I. da’) = rn = In.a.a” dx, und a Se, ſo wiem—1 gefegt. 


1*). d (e“) e d. 

Der Tangentenwinkel æ der Exponentialcurve ift folglich beſtimmt durch 
die einfache Formel: 

i * 

lang. « = 7 = mdg == Log. nat. a. 

Bei der Curve OS, Fig. 25., ift folglich die Subtang. = cotg. c = m, 
alfo conſtant, und bei der Curve PR ift fie ſtets = 1. | 

Durch Umkehrung giebt bie erfte der beiden Differenzialformeln : 


x. x 
de=m. ا‎ , oder ſtatt O, لا‎ 677 
F i 


d aM. 
a’ 


dy = m —— 


nun ift aber flr x =a”, y= Log. x, daher hat man: 
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d d 
Us (Log. ) = = = ະ: fo wie 
dx 


UNS. d (Log. nat. x) = د‎ 


Mittels diefer vier Regeln find nun leicht folgende Beiſpiele durchzu: 
rechnen. 


d (e 1) = I (3 £1) tt 
d Vz _ de”) % © "da _ da 
r 


oder auch = d(1/, Log. nat. ) = d (Log. nat. ) = 1h . da 


d (Log. nat. V) = 


d Log nat. (=F) = 4 [Log (2 + x) — Log. x?] 
= d Log. (2 + x) — d Log. (x?) 
—_ da: _„dae__drodo 
240. 0 Ba++) 


Art. 17. Wenn man die Differenzialformeln des vorigen Artikels um⸗ 
kehrt, ſo ſtoͤßt man, wie folgt, auf andere wichtige Integralformeln. 


Aus d (a) = 2 da وم‎ / a . 
: سر دک‎ UR NO N 
I. Va de = ma” = a” : Log. nal. a, und daher 
19, Te d e . 
md m d 
Ferner aus d oi g) = folgt f° Mo Log. x, d. i 


dx 8 
II. f° ze 11 Log. æ Log. nat. &, und daſſelbe giebt auch 


die Formel d ( Log. nat. ) = = 


Hiernach laffen fih leicht folgende Beiſpiele berechnen. 


je" 14 = Diet d (5 — 1) = %, * 


7742 7 = %, Log. nat. (Tx + 2) 


SEH) feti t)i 


اس Log.‏ و سا — „ dda‏ = 
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Ww 
w 
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m41 


Die erſte Integralformel T d] = = Ti läßt das legte Integral 
unbeftimmt, denn m—=— 1 geſetzt, folgt 

dx u gg? 1 

= fe’ dW 0 + eine Conſtante == + Conſtante; 
ſetzen wir aber 02 = 1 + u, alfo dæ = du, fo erhalten wir 


S يور بو چو وو چو ے کک ے‎ . ..( du, und daher 


SE = 1 ̃ a دد‎ 


1-1 
= f du — f udu + f udu — f wdu + . 
uÊ? u3 us 
uÊ? u3 ur 
2 + 3 — jr „oder 
۱ 0 — 1 — 
UI. Log nat. w (u 1) A 
2 3 4 
ſetzen. = 
Mit Hilfe dieſer Reihe laffen fich die Logarithmen ſolcher Zahlen be- 
rechnen, welche wenig von 1 abweichen, hat man aber von größeren Zah: 
len die Logarithmen zu finden, ſo ſchlage man folgenden Weg ein. 
Nimmt man u negativ, fo giebt die vorletzte Reihe: 


2 3 4 
Log. nat. (1 )=—u— ＋ = =, F 


und es folgt nun durch die Subtraction beider 5 
Log. nal. (1+u) Log. nat. (1—u) = 2 (u +5 + e +..), d. i. 


Log. nat. = دپ‎ (u + + 5 + 5 oder 
14u 


W— 
2 FS alſo u = Ff 


1 
1 THI 


: ozi x—1 
IV. وس‎ ٢ ۱ + A 
Dieſe Reihe ift auch zur Beſtimmung der Logarithmen von folchen 


geſetzt, 


Zahlen zu gebrauchen, welche bedeutend von 1 abweichen, da an ſtets 


unter 1 iſt. 
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Es iſt auch Log. GY Log. Log. t= Log.( 1 + L) 


TOOL 


= |+ مس‎ ME : 


und daher 
3 
V. Log. (x+y) = Log. ＋ 2 25 75 + %4 تیا‎ + 91 


Dieſe Formel iſt anzuwenden, um aus einem Logarithmen einen nächſt 
größeren zu berechnen. 


2— 
3. B. Log.nat.2 = 2 | jt + و‎ GH 10 + | 
: = 2(% + . ½ t مه‎ Vong +.) 
0,33333 l 
0,01234 
0,00082 
0,00007 
genauer = 0,69314718. : 
Log nat.8 = Log. nal. 2 = 3 Log. nat. 2 ift hiernach = 2,0794415, 
und endlich nad der legten Formel 
Log.nat.10 = Log.nat.(84 2) 


= ae ur R | 
= Log. nat.8 + 2 [eat / 1642 +.. 
= 2,0794415 + 0,2231436 = 2,302585. 

(Vergl. Artikel 14.). 


— 2 = 2. 0,34656 = 0,69312, 


Art. 18. Von praktiſcher Wichtigkeit find endlich noch die trigonome— 
triſchen und Kreis funktionen, weshalb wir deren Differenziale und 
Integrale ebenfalls noch kennen lernen muͤſſen. 


Die Funktion y = sin. ꝙ giebt fr æ = 0, y= 0; 
für æ = Z ے‎ 1 c 0/185 . . y = VY, = 0,707, 
fir o = 7> n fie W ya 


für W ونت‎ y=—1, fuͤr = 2, = u. ſ. w., 


trägt man daher x als Abfeiffen AO und y alg die entſprechenden Dr: 
dinaten O auf, fo erhält man die ſchlangenfoͤrmige Curve (APBC 2m), 
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Fig. 26., welche ſich nach beiden Seiten von 4 ins Unendliche fortſetzen 


lift. Die Funktion y= cos. giebt für & = 0, y = 1, fuͤr & = 
Fig. 26. 


= 
A 3 


y= VV. für: ps. y=0, fuͤr x, t, fuͤr x= x, y=0, 
für v= 2, / u. f. w.; ihr entſpricht daher genau dieſelbe Schlangen: 
linie (+ 1 BT D — + 1) wie der Sinusfunktion, nur iſt dieſelbe 


auf den . um r = 1,570... weiter vor oder hinter der 
Sinuscurve. 

Ganz anders ſind aber die Curven geſtaltet, welche den Funktionen 
y = tang. x und / = cotang. x entſprechen. Setzt man in / Stang. , 
x = 0, 14m, art, fo erhält man y = 0, 1, 0, und daher eine Curve 
(AQE), welche fich einer durch den Theilpunkt (2) der Abfeiffenare AX 
gehenden Parallele zur Ordinatenaxe A Y immer mehr und mehr nähert, 

7 
ohne fie je zu erreichen. Nimmt man ferner W = D X, 3%, fo er 
halt man y = — œ, 0, + ©, und daher eine Curve (F 6), die fih 
den Parallelen durch ۶ und (% ) bis ins Unendliche nähert, oder 


wie man fagt, diefe Parallelen zu Aſymptoten hat. 
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Bei ferneren Annahmen für æ wiederholen fih dieſelben Werthe von y, 
und deshalb wird alfo auch der Funktion y = tang. © durch lauter 
Curven wie ) G), welche um x in der Richtung der Abſciſſenaxe von 
einander abſtehen, entſprochen. 

Die Funktion 


y= cotang. &, giebt flr x = 0, A =, w; y=0,1,0— 00, 


2 
daher entfpricht derſelben eine Curve (K Q z L), welche von der Zan- 
gentencurve nur der Lage nach verſchieden iſt; auch iſt leicht einzuſehen, 
daß noch unendlich viele Curvenzweige, wie z. B. ( N) uf. w. 
diefer Funktion angehören. 


Art. 19. Die Differenziale der trigonometriſchen Linien oder Funktionen 
ergeben ſich durch Betrachtung der Figur 27., in welcher 


Fig. 27. CA=0P==U0)==1, Dog. AP= 7, PQ = dr, 
ferner 
PM = sin. c CM==cos.x, AS = lang. x, 
endlich 
OQ = NO - = sin. (x + d) sin. x 
Sin. , 


OP=—(CN—CM) =—c0s.(& + dx)—cos.x 

| =—dcos.x, und 

| ST= AI- AS = tang, (x + dx) —tang. x 
= d tang. x ift. 

Da das Bogenelement PO rechtwinkelig auf 
dem Halbmeſſer CP fteht, und der Winkel PCA 
zwiſchen zwei Linien CP und CA dem Winkel 
0 zwifchen ihren Perpendikeln PQ und OQ 


gleich ift, fo find die Dreiecke CPM und Q PO‏ پس 
einander ähnlich, und es ift:‏ 
CM . d 888.0 cos. &‏ 00 
PO = UP ດ E Bd aber‏ 
d sin. 0 = cos. . da; ebenſo auch‏ .| 
OP PAE 4 — d cos. sin. 7 d. i‏ 
PO TER o‏ 
II. d (cos. æ) = — sin. d.‏ 


Man erſieht hieraus, daß kleine Fehler im Bogen oder Winkel auf den 
Sinus um fo mehr Einfluß haben, je größer cos. 7, je kleiner alfo der 
Bogen oder Winkel iſt, daß dagegen dieſelben den Coſinus um ſo mehr 
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verändern, je größer sin. æ ift, je mehr alfo der Bogen fib s naͤhert, 


und daß endlich das Differenzial des Coſinus das entgegengeſetzte Zeichen 
von dem des Bogens hat, alſo, wie bekannt, eine Zunahme von eine 
Abnahme von cos. æ liefert, und umgekehrt eine Abnahme von x ein 
Wachſen von cos. 7 giebt. 

Legt man SR rechtwinkelig auf CT, fo erhält man ein Dreieck SRT, 
welches wegen der Gleichheit der Winkel ATS und CON oder CPM dem 
Dreiecke CPM aͤhnlich iſt, und weshalb man hat: 


ST ER i diang x 1 
A 1 27 a T™ 
اي که‎ > Ss it BM: A 
Nun iſt aber auch 65 CP i EX =x und 
CS = secans. c = tA daher SR = نيا‎ und 
COS. X S 08. & 
2 
III. d (tang. x) = (cos. 2)? 
Fuͤhrt man ata, = — , alfo ftatt dæ, d (g~ — g وس‎ 


ein, fo erhält man 


d tang. (= — 8) < Fe 


IV. F (cotg.x) = 


- ແສ 
Durch Umkehrung geben diefe Formeln für das Differenzial des Bogens: 
1 276-8 ګن سوه‎ . A (cos. a)? d tang. ٠ 
COS. X sin. £ 
= (sin. ©)? d cotang. x, 
oder 

d sin. x d cos. & d tang. & 
V1 — (sin. ©)? VI (cos,  1+(tang.:x) 
2 d cotang. 2 ` 

1-1-0 ھت 


Bezeichnet man nun sin. x durch / und ꝙ durch arc. (sin. = y), fo 
erhält man: 


V. d arc. (sin. e und auf gleiche Weiſe findet man 


vi 


VI. d arc. (cos. = — y „endlich 


a 
Je 

TE 
* 
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VII. dare [ing SE yf = E fo wie 
dy 
VIII. d arc. (cotang. = y) = — 2. 
(eotang. = y) =y 


Art. 20. Die letzten Differenzialformeln geben durch Umkehrung folgende 
Integralformeln 
I. cos. d = sin. , 


II. /sin. d = — cos. &, 

dx 
III. = : 
f erg tang. x, 

dæ 

IV, — — , 

sin. x? e 
ferner: 
dx 


== arc. (sin. = x) = — arc. (cos. = x), 


V1. Je تی‎ (tang. = X) = — arc. (cotang. = a), 


Fa 
und hierzu laſſen fid leicht noch folgende finden. 
: m BORN cs. G. d 
Es ift d (Log. nat. sin. 7) = anae aang colg. x. dæ, 
folglich 
VII. fcotg. x dx = Log. nat. sin. , ebenſo 
VIII. / tang. d = — Log. nat. cos. ; 
d bang. dx 
ferner d (Log nat. tang. w) = Tang. W cos 2 lang = 
We er = FD) 
Fin. ꝙ cos. & sin. 20’ 
dx 
IX. daher d (Log. nat. tg. /, x) = TAg? und 
dx x 
X. سرت‎ Log. nat. tang. 5 ebenſo 
“lot 7 . ) 
XI. . — Log. nal. lang. (+ + 2 
7 x 
= Log. nat. cotg. (= — 2 
EEE b ali -) ٧) ٩1 +x) 

ره سه د „CC‏ 


folgt 1 Sai) + b(1 +2). Nimmt man 1 09 --0, alfo 00 —1, 
fo erhaͤlt man hiernach 1 = a(1 +1), daher a = , und nimmt man 
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1— = 0, alk æ = 1, fo ergiebt fih 1 = 2b, daher b = V und 
% 1 endlich aber 


d dx 
1— 2? uf + n fs 
= Log. nat. (1 + x) — Log. nat. (1 — x), 
d. i. f 
XII. J: 1 a = V Log. nat. > und ebenfo 


dx —1 
xu fy = 1/, Log. nat. (2 5 
Endlich iſt 


XIV. / log. nat. (c + V142?) fo wie 
4 پس‎ = Log. nat. (@ + V 1). 
** — 


Art. 21. Um arc. (tang. = w) = 1 zu finden, darf man nur 


x durch Diviſion in eine Reihe verwandeln und dann Glied fuͤr 
Glied integriren. Man erhaͤlt ſo 


1 : 
T I oy und 
dx 
JE EIER سیه‎ gt N 
7 
I. arc. (lang. = x) =s- Z + = سوه سل‎ B. 


— = arc. (tang. =1)=1— ,+%—Y%+Y%—..., alfo den 
Halbkreis x = 4 (1 — ½ HY — ＋ 1, —...), oder 
= arc. (tang. هس‎ VI -- + - Mt), 


folglich mw = 6 YY; (1. — % + Yas — is +...) = 3,1415926... . 
Auf gleiche Weife erhält man aus 


= 1-9)? = 14a? 4 % + ½ % +... 


$ 8 Pi de fe PA b.i 


1. 3 1 3.5 


II. are. (sin= =@ + 55 55 sis T BY rt: 
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j. B. = are. Gin. = YA + % + نو روو‎ alfo 


1,04167 
3 4 0,00468 S 
0,00070 
Ferner ift, wenn man 
sin. & = A + A, x + 42° + 4% + Apt +... febt, 


T me 


nn) = 008.7 = A, + 242% +34 2? + 44,08 + ... 

EE — sin.x = 24, + 2.343 % + 3.44, + .. 

_ a — cos. = 2.3.43 4 2.3.4. 4, w +... 
G 

— -ia = ein. 0 = 2.3.4.4, + ... 


Nun ift aber für © = 0, sin.x = 0, und cos. = 1, daher folgt 
aus der erſten Reihe 40 = 0, aus der zweiten A, = cos. 0 = 1, aus 
der dritten A, = 0, aus der vierten A, = — I aus der fünften 
A, = 0 uf. w. und wenn man dieſe Werthe in die fingirte Reihe ein- 
fest, die 62: 

i . * 3 > a7 
er 
Auf gleiche Weiſe ergiebt ſich 
w? 9% e 


IV 0 m ＋ 7334 2 3.4 DESSERT ٥٣٠ 


1727 
N lang. کے‎ + +35 + + -- . und 
3 5 
VI. cotang. = . — 357 — * 


(Vergl. Ingenieur, Seite 225.) 


Art. 22. Sf y = f(x) p(x), d. i. ein Produkt von zwei Funktionen 

der Urvariablen &, fo hat man für das Differenzial 
dy = f(x + da) p (x + dw) f) p (x), oder 

fæ + da) = f(x) + df (x) und y(x + dx) = g (x) + dp (a) 
fubftituirt, 
dy = [f(w) + df(x)] [p (نه)‎ + dp(@)]) — fiw) p(x), alfo, wenn 
man die Multiplication ausführt, und / (2) ۷ (2) gegen f(0) p (x) hebt, 
dy = p(xw).df(w) + f(x) .dw(w) + df(w).dp(w), und endlich, 
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wenn man cd f(a) . d p(x) als ein Produkt zweier Elemente oder unend⸗ 
lich kleiner Groͤßen ausfallen laͤßt, 


I. dif@) ya] = w(x) + f(z) dg (x). 
3. B. d(x? Log. nat. ) = Log.nat.x.d(x?) + d Log. nat. x 


= Log. nal. G. 2 d + . . = (2 Log. nat. A + 1( æ dax. 
Ferner 
1 hne VPH. Ae ue 
d 2 —c+1 
= VTI 3da + Ge . ېب‎ + = a 24 
Umgekehrt giebt diefe Formel 
O 9 مسان‎ p(x) d f(a 


dp(z) = ٢ , ober f(z) p(x) = ۷ (ه)‎ 
| = ap 
und folglich Be fa) geſetzt, 
dw) — „ are) 
dp(a) = AA 
| f(x) 
n. a (Wy  /)( ٠٤ (7) tdf) 
- Tæ FOP 
a—1\ ( +2)d(a—1) — ( —1)d(w + 2) 
سم تت تر ور ې‎ 
_ ) ٢ 22 0 04-- (a -d * ＋ A ＋t 1 d 
6 + 295 =- WFF 


Durch Umkehrung der vorletzten Differenzialformel erhält man endlich 
noch folgende unter dem Namen der Reductionsformel bekannte In: 
tegralregel: f(0) p(x) = fp (x) df (Œ) + Sfx) d ꝙ (x), oder 

III. fp (x) df (x) = f(x) p(w) — ff (o) d ꝙ (x). 

3. B. / Log. nat. . dæ = Log. nat. M. æ — fw. d Log. nat. 


= Log. nat. x TJR = g (Log. nat. æ — 1). 


fate dæ = me - fe . 2008 = are" - 2 e de 
= me — 2( Te — fe dx) = are" — 20 — e”) 
= (2—27 + 2?) e”. 
Art. 23. Eine Flaͤche ABC, Fig. 28., welche von einer Curve AB und 


ihren Coordinaten AC und BC begrenzt wird, Lift ſich durch unendlich 
viele Ordinaten wie MP, NQ u. f. w. in lauter ſtreifenfoͤrmige Elemente 
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von der conſtanten Breite MN = dx und der veraͤnderlichen 6 
MP = y zerlegen; ſetzen wir daher dieſen Flaͤchenraum ABC = F, fo 
haben wir für fein Element MNQP: dF = yd, 
und daher für ihn ſelbſt: E = Aud. 
3. B. für eine Parabel mit dem Parameter p ٧ y? = px, und daher 
für die Slide 6 10 


3 A 
Fæ Jy pedons Vola Ed = sp = 2% Vp = NJ. 
ໃ 
Die Parabelflaͤche ABC ift alfo zwei Drittel von dem fie umſchließenden 
Rechtecke ACB D. 
Fig. 28. Fig. 29. 


Dieſe Formel gilt auch fuͤr ſchiefwinkelige, unter einem Winkel æ zuſam⸗ 
menſtoßende Coordinaten, z. B. für die Flaͤche ABC, Fig. 29., wenn nur 
ſtatt BC = y der Normalabſtand BN = / sin. & eingeſetzt wird; man 
hat alſo hier F = sin.afydx, z. B. bei der Parabelflaͤche, wenn die 
Abſciſſenaxe AX einen Durchmeſſer und die Ordinatenaxe A Y eine Tan: 


gente der Parabel bildet, alfo ) = px = p L ift (f. Ingenieur Seite 


243.), F= %,xysin.«, d.i. Flaͤche ABC — %, Parallelogramm A BC D. 
Fig. 30. Für eine Fläche BCC, B, SF zwifchen 
den Abſciſſen AC, = c, und AC = c, Fig. 


6 


30., iſt nach Artikel 12, F= 


: a? 

Z. B. flr y = — if Fm 
= a? (Log. nat. c, — Log. nat. c), d. i. 
F = a? Log. nat. (=). 

FW a? 

Der Gleichung == entfpricht die oben in 

Artikel 3 kennen gelernte Curve PQ, Fig. 31. (f. folgd. Seite), und wenn 


32 Hülfslehren aus der Analyfis. 


daher AN = c, und AM = c ift, fo giebt F = a? Log nat. (2) 


Fig. 31. den Flaͤchenraum von MN Q an. 
Nimmt man noch der Einfachheit 
wegen, a = c = 1, fo hat man 
F = Log. nat. æ; es find 5 
nach die Flaͤchenraͤume (1 MP1), 
(1NQ1) u. f. w. die natürlichen 
Logarithmen der Abſciſſen AM, AN 
u. ſ. w. Die Curve ſelbſt iſt eine 
ſogenannte gleichſeitige Hyperbel, 
und die Geraden AX und AY, wel: 
chen ſich die Curve immer mehr und 
mehr naͤhert, ohne ſie zu erreichen, 


Wegen dieſes Zuſammenhanges zwiſchen den Abſciſſen und den Flaͤchen⸗ 
räumen, werden die natürlichen Logarithmen febr oft hyperboliſche Loga- 
rithmen genannt. 


Art. 24. Man kann auch jedes Integral fy dæ = fy (w)dw gleich 
dem Inhalte einer Fläche F ſetzen, und wenn fih nun die Integration 
durch eine der bekannten Regeln nicht vollziehen laͤßt, ſo kann man es 
wenigſtens annaͤhernd finden, wenn man durch Anwendung der bekannten 
geometriſchen Huͤlfsmittel den Inhalt des entſprechenden Flaͤchenraumes 
ausmittelt. 

Für eine Flaͤche ABON, Fig. 32., die durch die Grundlinie AN = x 

Fig. 32. und durch die drei gleich weit von einander ab— 
ſtehenden Ordinaten AB = Yo, MP=y, und 
NQ = beſtimmt ijt, hat man den trapezoidalen 


Theil ABON = F, = (yo + Y) S und den feg- 


mentförmigen Theil BPOS, wenn man B PQ als 
Parabel anfieht, 
F, = PS. BR = %(MP—MS).AN 


بل 
X,‏ — مې (u‏ 3 = 
daher die ganze Fläche‏ 


F=F+F= | hyo + YD FA y — WEH 0 
2 


= 1% (% + %) F Ayı] ېول ＋ ( = ته‎ 95) . F 


find die Aſymptoten berfelben. 
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Führt man eine mittlere Ordinate y ein, und fegt F= xy, fo erhält 
man hiernach für dieſelbe: 


Yo + AY + Yo 
6 


Um nun hiernach den Inhalt einer Flaͤche MABN, Fig. 33., zu 5 
Fig. 33. 


den, welche über einer gegebenen Grund: 
linie MN == q ſteht, und durch eine 
ungerade Anzahl von Ordinaten Yo, 
Yis ولا‎ Ya . - Yn beſtimmt iſt, durch 
dieſe alſo in eine gerade Anzahl von 
gleich breiten Streifen zerlegt wird, be= 
darf es nur einer wiederholten Anwen⸗ 
dung der letzten Regel. Es iſt die 


Breite eines Streifens = 3 und 


hiernach die Flaͤche 


des erſten Streifenpaares — . 


n 
n tin هش‎ 
6 0, Wi 
» dritten „ — ttt E 1 z u. f. w.; 


alfo der Inhalt der erſten ſechs Streifen oder erften drei Streifenpaare, 
da hier n = 6 iſt: 


F = (Yot 4y + 2% ＋4%½ + 2Y, ＋ 4% + Ys) = 


= [pt y 40% + Ys % + 20% T 90] 485 
und nun leicht zu ermeſſen, daß der Inhalt einer in vier Streifenpaare 
zerlegten Flaͤche 
F=lytytiy + Ys tu + Yr) + 2 (Yo + Ya + Ye) په‎ : 
und daß allgemein für eine Slide aus n Streifen 


F= وو دور 4 + روو‎ Fyn) + 20% NU. . N 5 if. 
Auch ift die mittlere Höhe einer ſolchen Fläche 
y= وک ما ولا‎ Fa ٣۰ tg EERE ES 
« 3 1 2 
wobei n ſtets eine gerade Zahl fein muß. 
Diefe unter dem Namen der Simpfon’fchen Regel bekannte Formel 
(f. Ingenieur S. 254.) findet ihre Anwendung bei der Beſtimmung eines 
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Integrales sA ydaız F ꝙ (a) dar, wenn man & = ei — 6 
in eine gerade Anzahl n gleicher Theile theilt, die Ordinaten 
2 
Yo = ꝙ (co), YP () YP (co +), 
3 
93 = p (co +E)... bie A = p(x) 
berechnet, und biefe Werthe in die Formel 


01 6 
fy da = f. p (x) dx 


= [yot Ys 
einſetzt. 

d ; 1 

3. B. F. = giebt, da hier „ce =2—1=1 und y= Q (x) = A 


l 
- 3n 


: BEG : 
ift, wenn man n = 6, 2 = = * = % nimmt, 


3 
= سه بب‎ 0609 y, > 0 
und % = 0,5000, daher 
Yo + % = 1,5000, Y,+Y3+Y5 2,0692 und Y,-+y,= 1,3500, 
und das geſuchte Integral 
12,4768 


3% dzi ‚5000-+4.2,0692+2.1,3500) %% 18 = 0,69315. 


2 
Nach Artikel 17. iſt aber Pa = = Log. nat. 2 — Log. nat. 1 
= 0,693147 , 
alfo die Uebereinſtimmung die erwuͤnſchte. 


a = 1,0000, y, = + 1 8571, 7 7 =¥ = 0,1500, 
1 


= 0,6000, y; = = 0,5454 


$. 25. Im Folgenden foll noch eine andere Regel mitgetheilt werden, 
welche auch bei einer ungeraden Anzahl n von Streifen angewendet mwer- 
den kann. Behandelt man ein ſehr gedruͤcktes Segment AMB, Fig. 34., 


Fig. 34. 


als ein Parabelſegment, ſo hat man 
nach Art. 23. fuͤr den Inhalt deſſelben 

= ږل‎ AB. MD, oder, wenn AT und 
BT Tangenten an den Enden A und B 
find, und deshalb CT = 2 CM ift, 


Fey UN des 


Http /r in. Org. pl 
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Dreieckes ATB = 2 des gleichhohen gleichſchenkligen Dreieckes ASB, 
und alfo auch = ½ AC. CS = %,AC? . tang. SAC. Der Winkel 
SAC = SBC it = TAC + TAS = TBC — TBS; fest man 
daher die kleinen Winkel TAS und TBS einander gleich, fo erhält man 


fuͤr dieſelben 
TAS = TBS = — — i 


SAC = TAC + x TAC ے‎ AF EE EE 
wenn man die Tangentenwinkel TAC und TBC durch Ò und bezeichnet. 
Da nun noch AC = BC = AB = 1Y, Sehne s ift, fo hat man 
2: 0 ＋ e 
F == 1, 8 tang. ( 2 ) 
Dieſe Formel Lift fih nun auch auf das Flaͤchenſtuͤck MABN, Fig. 35., 
anwenden, deffen Tangentenwinkel TAD = und TBE = gegeben 


nd 


Fig. 35. ſind; ſetzt man naͤmlich noch den Seh⸗ 
- nenwinkel BAD ABE = 6, fo 
bat man 
TABS do = IAD - BAD=«— 6 
und 
TBE = e= ABE - TBE=6—, 
daher 
Oe = a —B 
und das Segment über AB: 
F =, 8? tang, زی‎ : 


oder, wegen der Kleinheit von & — 8, 
El 52 / tang. & lang. 5 
F = lang. (c - 8) = — (e enge 
T 9 2 12 \1 + tang. a tang. 77 
und f nicht bedeutend von einander abweichen und deshalb in 
tang. œ lang. B ſtatt « und 8 der Mittelwerth s eingeſetzt wird, 
lang. a —tang.ß 
F = Yp L. —— Ut 
, 1 P fang. 6 
und alfo ſtatt s cos. 6 die Grundlinie MN =x ſubſtituirt, 


oder, wenn « 


= u 82 cos. (tang. c — tang. f), 


xÊ? 
Fo 13 (tang. c — tang. 6), 


und daher das ganze Flaͤchenſtuͤck MABN, wenn % und y, deffen Ordi⸗ 
naten MA und NB bezeichnen: 


2 
Fi = (yo + yo = + (tang. » — tang. 8) L 
3 
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Stoͤßt an das vorige Flaͤchenſtuͤck noch ein anderes VBC O mit einer 
gleichen Grundlinie NO = x, den Ordinaten BN und CO = y, und 
ya und den Tangentenwinkeln SB F = ß und SCG =y, fo hat man 
fuͤr e den Inhalt 


00 af 
= (yı + Y2) + (ang. 6 — tang.) x5 
und daher für das Ganze, 8 fih — tang. f gegen P: a 6 ag 
F=F+R= (Yo +Y Fy) 2 + (tang. « — tang. 7 Z 12 


Für eine Flaͤche aus drei gleichbreiten Streifen ift ebenfo, wenn « den 
W des Anfangs- und 0 den des Endpunktes Egor 


= (½ J + Yı + Y2 +243) ٥ت‎ + (tang. c — tang. 9 72 


und a, für eine durch die Abſeiſſen = ; = : “= die 


Ordinaten . Ys, Y2 „ Y, und die Tangentenwinkel co. وه‎ ... 4, be 
ſtimmtes Flaͤchenſtuͤck 
£ DN 
و و اس‎ A T e & K ٢ مھ‎ 
Ein Integral | 
3 'ydo = Se p (x) dw 


c 


= Yet COT 


wird hiernach gefunden, wenn man & = 92 — c ſetzt, 
x 2 
9% = ple), Y= ې‎ (c+ =), Y= € LE 
3 
Y= 9 (e + 2... وح‎ (eh, 


fo wie tang. c = =; = yp (Œ), = (o) und tang. 0, = 1 (ei) be- 


rechnet, und dieſe Werthe in dieſe Gleichung einſetzt. 
2 i 
3. B. für F = bat man, wenn n= angenommen wird, da hier 


eee 


1 
yet, Yy = 11 =, a Yy=%, Ya = Yo» 


Pr (ge 1 
ولا‎ = yy und Ys = ioy ferner da fi لي‎ 455 gm سم پد‎ 2 ber: 
ausſtellt, tang. x= — Y =— 1 und tang. B = — Ya = — , und 


daher ift 
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= = (+++ Vo Fa Fs) لس )و‎ 1719-738 
4,1692 
=- 


1 


— . Yia - Ya = 0,69487 — 0,00173 = 0,69314. 
(Vergleiche das Beiſpiel des vorigen Artikels.) 


$. 26. Aus der Gleichung y = f(x) zwiſchen den Coordinaten 
AM=x und MP = y (Fig. 36.) einer Curve muf fih auch eine 
Fig. 36. Gleichung zwiſchen dem Bogen 
AP==s und der einen oder der 
anderen der beiden Coordinaten 
ableiten laſſen. Laͤßt man 
um MN = PR = dx wad: 
fen, fo nimmt y um RQ = dy 
und s um das Element PO = ds 
zu, und es ift dem Pythagoraͤi⸗ 
ſchen Lehrſatze zu Folge 
PO? = PR + OR, d. i. 
ds? = da? + dw, alfo 
ds = yda?+ dy, und hiernach der Curvenbogen felbft 
s = Syd + dy. 
8. B. für die Neil fhe Parabel (f. Fig. 15.), deren Gleichung ay? = x? 
ift, hat man 2aydy = 3dr, daher 
3 d Hd 2 Jaida 9 da 
249 * Ay? 


hiernach ds? = (4 + =) dx? und 


5 = Wi + an (1 + 2)" a 170 
وو رو اوي‎ Vi + E) 


Um die hierzu nöthige Conſtante zu finden, wollen wir s mit x und 1 
zugleich anfangen laſſen. Wir erhalten dann 
0 = %,a V13 + Con., alſo Con. = — 9%, a und 


we [VG +] 


z. B. für das Stuͤck AP, deffen Abſciſſe x = a ift, 
s = Ypa [VAP — 1] = 1,736 a. 
Führt man noch den Tangentenwinkel Q P R = PTM = « Fig. 36.) 
ein, fo hat man aud 


E a HE, 
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OR = PO. sin. OR und PR = PQ cos. O PN, d. i. 
dy = ds sin. und de = ds cos. ce, 


und alfo außer tang. « = Ey (f. Art. 5.) auch 


: 01 dx ; 
0111: و هی‎ und cos. & = Ta fo wie nod 


dw 


s = f V1 + tang. . = [I = erg 


Iſt nun die Gleichung zwiſchen zwei der Größen 7, / s und «% gege⸗ 
ben, ſo kann man hiernach auch Gleichungen zwiſchen je zwei anderen 


dieſer Größen finden. Iſt z. B. cos. . = چک‎ fo hat man 


dw = ds cos — o und 
I TT E 
sds 2sds — 7 7 
* x= — "du u dur u “du 
= و‎ S NEFS f yu Ah 
= Ve +s C ＋ 82 + Con., und wenn nun w und s zugleich Null find, 
2 ۷ ۹ + که‎ =, & 


§. 27. Eine Gerade winkelrecht zur Tangente PT, Fig. 37., ift auch 
normal zur Beruͤhrungsſtelle P der Curve, weil die Tangente die Richtung 
Fig. 37. 


dieſer Stelle angiebt. Das Stik PK dieſer Linie vom Beruͤhrungs⸗ 
punkte P bis Abſciſſenaxe, heißt Normale ſchlechtweg, und die Projec- 
tion MK deſſelben in der Abſciſſenane Sub normale. Fir die letztere 
hat man, da der Winkel MPK dem Tangentenwinkel PTM = gleich 
ft, MK = MP.. tang. a, d. i. 


Subnormale = y tang. ۵ = y dy 


dæ’ 
z. B. für die Parabel, wo y? = pæ, alfo dy = ift, 
Subnormale = y PE; alfo conftant. 


2y 2 
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Errichtet man ferner in einem zweiten, dem P unendlich nahen Punkte 
O eine andere Normallinie O C, fo erhält man in dem Durchſchnitts⸗ 
punkte C zwiſchen beiden ein Centrum für einen durch beide Beruͤhrungs⸗ 
punkte P und O zu beſchreibenden Kreis, den ſogenannten Kruͤm⸗ 
mungskreis, und es find die Stuͤcke C P und CQ der Normallinien 
die Halbmeſſer dieſes Kreiſes oder die ſogenannten Kruͤmmungshalb⸗ 
meſſer. Jedenfalls ift dieſer Kreis derjenige unter allen durch P und Q 
zu legenden Kreiſen, welcher ſich am meiſten an das Curvenelement PQ 
anſchmiegt, und deshalb anzunehmen, daß fein Bogen PQ mit dem Eur: 
venelemente PQ zuſammenfalle. 

Bezeichnen wir den Kruͤmmungshalbmeſſer CP = CQ durch r, den 
Curvenbogen AP durch s, alfo fein Element PQ durch ds, und den 
Tangentenwinkel oder Bogen von PTM durch a, alfo fein Element 
SUM — STM, d. i. — UST = — PCQ, durch dæ, fo haben wir 


einfach, da PQ = CP. Bog. des Winkels PCQ it, ds — da, 


und folglich den Kruͤmmungshalbmeſſer r= — 2. 


Gewöhnlich Lift fih œ nur mittels der Coordinatengleichung beſtimmen, 


: _ dy a 
indem man ſetzt lang. ck = io Nun ift aber noch d tang. «= E 


und cos. & = az, daher hat man 


qx? 
Fr d tang. a, und 


de = cos.0?.dtang. «a = 
ds? 
da? d tang. «' 

Durch Umkehrung diefer Formeln kann man auch wohl die Curve felbft 
rectificiren, alſo s ſelbſt finden. 1 

Für die Coordinaten AO = u und OC = des Kruͤmmungsmit⸗ 
telpunktes C hat man 

u = AM + HC = a + CP sin CPA, d. i. 

u = x + r sin. a, fo wie 

v = OC = MP — HP = y — CP cos. CPH, d. i. 
0 = y & COS. d. 

Die ftetige Folge der Kruͤmmungsmittelpunkte giebt eine Curve, welche 
die Evolute von AP genannt wird, und deren Lauf durch die Coordi⸗ 
naten u und v beſtimmt wird. 

$. 28. Viele Funktionen, welche in der Anwendung auf die Praxis 
vorkommen, laſſen ſich aus den oben kennen gelernten Hauptfunktionen 
y = x”, y=e und y = sin. c, y = cos. & u. f. w. zuſammen⸗ 
ſetzen, und ſind daher auch die Eigenſchaften, entſprechend der Tangenten⸗ 


* 
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lage, Quadratur, Kruͤmmungshalbmeſſer u. f. w. leicht mit Hilfe der vor: 
ſtehenden Lehren aufzuſuchen, fo wie auch die entſprechenden Curven zu con- 
ſtruiren, wie folgendes Beiſpiel zeigen wird. 

Die Gleichung ſei 


PON C-UN )= is: 

y= ۳ 1] = 3 2. 

Für fie it dy = (1? - 2% d, folglich 
lang. c. Ia’ —2 x, daher die 5 


gente der Abfeiffenare parallel, für .=, 
d. i. & = O und = 2, ferner iſt 
d tang.æ = 2(c—1) dx, und daher für 
g= i und y= N — 1 — 2 ein 
Wendepunkt. Ferner iſt noch 
ds = dx? + (0 — 27)? dx? 
= [1 + (22 - 2 da, 
und daher der Kruͤmmungshalbmeſſer der 
IIe 


Curve: سم‎ 20. —1 „ 3. B. 
وه‎ : 

für = O, r= = Vp fur ol. 

roco, fuͤr & 2, = - , بت ته‎ 

r= — 7,905 u. f. w. 


Die entſprechende Curve fuͤhrt Fig. 38. 
vor Augen. Es it XX die Abſciſſen⸗ 
und FY bie Ordinatenaxe, A aber der An- 
fangs⸗ oder Nullpunkt. Durch dieſen geht 
nicht nur die Curve KAP, welche der 

203 
Gleichung y, = 3 entſpricht, ſondern auch 
die Curve L AQ, welche der Gleichung 
3ه‎ 
Ya = — X? angehört. Da y= 7 — a, 
fo findet man einen Punkt A der Curve, 
welcher dieſer Gleichung entfpricht, wenn 
man y, =NQ von y,= NP abzieht, alfo 
NR M- M macht. Dies an vielen 
Stellen ausgefuͤhrt, erhaͤlt man die geſuchte 
Curve SAWMOR, welche bei W einen 


Wendungspunkt hat, bei A und O die Abfeiffenare trifft, und bei A und 
M parallel mit dieſer Axe läuft. 
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Art. 29. Wenn für eine Funktion y = au + Po eine Reihe von 
zuſammengehoͤrigen Werthen der Variablen u, v und y durch Beobachtung 
oder Meſſung gefunden worden ſind, ſo kann man nach denjenigen Werthen F 
der Conſtanten & und ß fragen, welche von den kleinen zufälligen und un- | 
regelmäßigen Beobachtungs- oder Meſſungsfehlern moͤglichſt befreit find 8 
und daher auch den Zuſammenhang zwiſchen den Größen u, v und wo⸗ : 
von u und v auch bekannte Funktionen einer und derſelben Variablen x 
bedeuten koͤnnen, moͤglichſt genau ausdruͤcken. Unter allen Regeln, welche 
man zur Beantwortung dieſer Frage, d. i. zur Ausmittelung der moͤglich 
oder wahrſcheinlich richtigſten Werthe der Conſtanten anwendet, iſt die ſo— 
genannte Methode der kleinſten سو‎ die allgemeinfte und 
wiffenfchaftlich begruͤndetſte. 


Up ip ٨1 
Ug ووا‎ Ya 
Un جوا‎ Y3 
Sind N die der Funktion y = au + Bo entſpre⸗ 


n, Un, Yn 
chenden Reſultate der Beobachtung, fo hat man für die 65 
fehler und deren Quadrate folgende Werthe: 


21 = Yı — (eu, + pv) 
وو‎ = Ya — (au + 5 va) 
23 = Ya — (eu + 6 vz 
: r : : und 


z = Yn — (Cu, + Bon) ; 


21 = e 2, — بر‎ + Au? + وود در‎ Bro? 
22 = Y — 2 A ½%½ — 2 f Vr % + Au? + 2 U f % be + Pvp 
mf = Y — خي‎ t O: + Fe + rat * بس‎ 


= g 2 U u. ½ 28 ېنا‎ ug? + 2 ß un Uy + PU? 


und erhält nun für die Summe der Fehlerquadrate, wenn man fich der 
Abkürzung wegen des Summationszeichens Z bedient, um eine Summation 
3 * ۰ 
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gleichartiger Größen anzuzeigen, alſo Y+ YL + YEH: -+ Yn = E(y?), 
ولاو‎ + % + % P.. + Pn % = Z (wy) ſetzt, u. f. w. 
2 (2= Ey) -20 Z(uy)-2B&(vy) + 0 E(u?) + 20:6 E (uv) + BZ (v2). 
In dieſer Gleichung find natürlich außer der als Abhaͤngigvariablen zu 
behandelnden Fehlerquadratſumme 2 (z?) nur die hier als Urvariabele anzu: 
ſehenden Conſtanten œ und 8 der Funktion y = au + Bo unbekannt. 
Die Methode der kleinſten Quadrate fordert nun, ſowohl e als auch B fo 
zu waͤhlen, daß die Quadratſumme 2 (=?) zum Minimum werde; und deg- 
halb muͤſſen wir die gewonnene Funktion für 2 (=?) ein Mal in Beziehung 
auf œ und ein Mal in Beziehung auf ß differenziiren, und jeden der fich 
herausſtellenden Differenzialquotienten von 2 (z?) gleich Null ſetzen. Da: 
durch ſtoͤßt man auf folgende zwei Beſtimmungsgleichungen für « und 8 
— Z(uy) + aZ(u) + BZ(uv) = 0, 
— Z(vy) + BEM) + a (uv) = 0; 
deren Auflöfung auf folgende Ausdrüde führe: 
Pl ل2‎ (v2) Z(uy) — Z (uv) E (wy) 
Zw) E(w?) (uv) S(uv) 
lu?) Z(wy)— Z(uv) Z(uy) 
= E(u?) Z (0) — Z(uv) S (uv) 
Dieſe Formeln gehen für eine Funktion y = «+ Pv, da hier u = 1, 
alfo Z (uv) = (v), Z (uy) = 2% und E (u?) = 1+1+1+ ... =n, 
d. i. die Anzahl der Gleichungen oder Beobachtungen ift, in folgende Über: 
_ Ew) Ey) — Zi) Ewy) 
n (ve) — (ö () 
3 n (v) — Zw) (y) 
n&m) — E(v) S (v) 
Für die noch einfachere Funktion; = fv, wo « = Null iff erhält man 
B = 2 (vy) 
(vz) 
und endlich für den einfachſten Fall y = a, wo es fih alfo um die 8۰ 
mittelung des wahrſcheinlichſten Werthes einer einzigen Groͤße handelt, iſt 
a = AN 
n 
alfo diefer Werth das arithmetiſche Mittel aus allen durch Meſſung oder 
Beobachtung gefundenen Werthen. 
Beifpiel. Um das Geſetz einer gleichförmig beſchleunigten Bewegung, d. i. 
deren Anfangsgeſchwindigkeit e und Beſchleunigungsmaaß p kennen zu lernen, hat 


man die verſchiedenen Zeiten وړا‎ t., وا‎ u. f. w. entſprechenden Räume sı, $s, Ss 
n. ſ. w. gemeſſen, und dabei Folgendes gefunden: 


und 


(Vgl. Ingenieur, S. 131.) 
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Zeiten: | 0 | 1 | 3 5 7 ETT 
| 
5 


20 38 | 58%, 101 Fuß. 


Räume: | 0 


2 . 
Iſt nun s = ct + 2 das dieſer Bewegung zu Grunde liegende Bewegungs⸗ 
geſetz, fo handelt es fih um die Ermittelung der Conſtanten e und p. Setzt 
man in die obigen Formeln u = t und v = (®, ſowie « = c, ق‎ = + und 


y = s, fo erhält man zur Berechnung von e und p folgende Formeln: 
_ 2)9 2)9 — ZEN) und 
e = FEN) 20230) 
PP. _ Z(E) Z(t) — Z(t) Z(st) 
2  3(0) 3) سه‎ ZA? 
E: ſich folgende Rechnung führen läßt. 


14101,5 
== 2): m: 


Hieraus beftimmt 6۹ 
__ 13108. 1674,5 — 1496. 14101,5 85340 
c = 184, 13108 — 1496. 1496 17386 
184. 14101,5 — 1496 . 1674,5 89624 


= 4,908 Fuß und 


r = TEL 13108 — 1496.1496 173860 — 09155 Buß, 
und daher folgende Formel für die beobachtete Bewegung 
s = 4,%8t + 0,5155 . #. 
Nad diefer Formel hat man 
für die Zeiten: 0 | 1 | 3 | 5 7 10 Sec. 


die Räume: | 0 | 5,43 [1906 


| 


37,43 | 59,62 10063 Fuß. 
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Verbeſſerungen 


in der erſten Auflage der Ingenieur- und Maſchinenmechanik. 


Erſter Band. 


Seite 31 Zeile 3 von unten, ftatt: als, als den. 
16 


» » » ۶71 en gefebte materielle. 


20 دت‎ » » Summe 3 Pfd., 4 
2 » oben 


153 » » 81 Aa S S. 
15-5 » » mal, mal den. 
8 » unten, » p. fed, fired p. 
Geer » » p.moveable, moveable p. 
Th » » fCsin.o, Gsin.o. 
8 » oben, » HR, HK. 
3 » unten, » 12. 91 
13 » » » h ’ n 
6 » oben, „ n, . 
16 » » » einen, einem. 
8 unten, » ec, ex. 
15 » » » Führug, Führung. 
16 » oben, » D, CD. 
6 » » » die, den 
9 » unten, » CK, CH. 
2 » oben, » Fhy, 2Fhy (S. II., §. 146). 
13 » unten, د‎ Gomogen, homogen. 
6 » oben, » 0,00267, 0,00367. 
A » » eine, um eine. 


اد 


3, 11, 14, 16, 19 von oben, ftatt: 


13 von unten, ftatt: 13 — 3,084,7, 1380 84,7. 
4 


» » iſt zu ſtreichen. 
17 


1 A 
2 » oben, ftatt 0 
18 u. ſ. w. von oben, ſtatt: u h 
. |. 1. r * 29 Set 13 1 
v? ka :5 


daher ve = E 


144 
(1 — 40, 71) v1: 


— 29 r, sin. ¢, 


14491 4 


(0, +0,°) 


وړ 


(o, o) 
ا‎ 


u. ſ. w. 
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Zweiter Band. 


Seite 3 Zeile + han unten, ſtatt: vn gewölbter. 
1 


1 » » » eben s= Ne 
* RE 3 770 d, sin. d, und ۱ 
E » » » » » » » 0% i 
3 » » (6: 61 — sin d, |(G-+ G, ) sin. « — Q]. 
و نه دا وه‎ » » frsin.e : 
11 ور‎ » es das Shaker, es das Rad. “3 
» 220 » 14 » unten, » لس ح شو‎ ; 
» » 5 14 » » 4 =; = م0‎ 3 
» 248 ES » ” له‎ c? 2gh, 
» » » 8 >» » » en G? 2 و‎ ٠ 
E ee » iſt —2gh zu Freichen 
„ 1 ELE » iſt — Ih zu ſtreichen. 
7 
2.2998 „ 12 = » 1 12 V0 
» 301 » 17 » oben, » gefallverluſt, Gefällverluſt. 
» 313 » 15 د‎ unten, „ ihr, der. : 
» 373 » ti » oben, » Q uiy 20 und 80. 
» 413 » 9 » unten, » den Wind, die Luft. 
442 » 19 » oben, » » » » », » » * 
» » 20 „ » » » 3 » 1, »„ 1» 3 
» » » 21.5 » »3»»» » » »» 3 
» 448 » 4 » » » Volumen, 6 
» » » ده و‎ » » Drucke, Volumen. 
» » » 8 » » » Drude, Gewichte. 
se: د » دا "6 ند‎ 0,276, 0,267. 
i 2. * 
1 
» 602 » 15 » » » — i ۴ 
SOs. DD x » » 5. 5 Pte 1 
„ 615-». » t, ult — 
1 Wwe 10° .» ites: if Fs am Ane zu مد‎ 
$ » 618 » 11 » » ſtatt Schmidt, Holtzmann. 


ະ ۱ . . 
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Im Verlage von Friedrich Vieweg und Sohn in Braunschweig 
ist erschienen: - 


Lehrbuch ١ 


der 


Ingenieur- und Maschinen-Mechanik. 
Mit den nöthigen Hülfslehren aus der Analysis 
für den Unterricht an technischen Lehranstalten, sowie zum Ge- 
brauche für Techniker, 
bearbeitet von 


Dr. phil. Julius Weisbach, 


Königl. sächsischer Bergrath und Professor an der königl. sächsischen 0 zu Freiberg; 
Ritter des königlich sächsischen Verdienstordens, correspondirendes Mitglied der kaiserlichen Academie der 
enschaften zu St. Petersburg u. s. w. 


In drei Theilen. 

Erster Theil: Theoretische Mechanik, Zweiter Theil: Statik der Bauwerke und 
Mechanik der Umtriebsmaschinen. Dritter Theil: Die Mechanik der Zwischen- 
und Arbeitsmaschinen. 

Dritte 
verbesserte und vervollständigte Auflage, 

Jeder Band mit etwa 800 bis 1000 in den Text eingedruckten Holzschnitten. 
gr. 8. geh. Velinpap. In Lieferungen von 6 Bogen. 

Erschienen ist: Bd. I. complet (in 10 Lieferungen. Preis 5 Thlr.; Bd, II. complet 
(in 11 Lieferungen), Preis 5 Thlr. 25 Sgr.; Bd, III. complet (in 15 * 
Preis 7 Thlr. 15 Sgr. 


Mathematik und Naturlehre sind die Fundamente der Technik, und Mechanik 
insbesondere ist die Basis der Architektur und des Maschinenwesens. Die Mechanik 
des Ingenieurs muss, um ihrem Zweck zu entsprechen, praktiseh sein, d. h. sie 
muss sich auf zuverlässige und genaue Beobachtungs-, Versuchs- und 
Erfahrungs-Resultate gründen und vorzüglich nur solche Erscheinungen, 
Gesetze, Verhältnisse und Combinationen berücksichtigen, welche im praktischen 
Leben, im Bau- und Maschinenwesen ihre Anwendung finden. So hat 
der Verfasser sich seine Aufgabe gestellt. 

Das Werk ist so günstig aufgenommen, dass nach wenigen Jahren schon von 
den beiden ersten Theilen eine dritte Auflage nothwendig wurde; diese ist eine 
wesentlich vermehrte und verbesserte. Der Verleger ist bemüht gewesen, die 
Absichten des Herrn Verfassers durch reiche Ausstattung des trefflichen Werkes, 
sowie durch einen bei der grossen Anzahl der Abbildungen sehr billigen 
Preis möglichst zu fördern. Die neue Auflage wird sich vor den früheren noch 
dadurch auszeichnen, dass die Abbildungen fast sämmtlich neu gestochen sind 
und dadurch in jeder Beziehung wesentlich gewonnen haben. Wir glauben diese 
ausgezeichnete Arbeit nicht nur im Allgemeinen dringend empfehlen zu dürfen, 
sondern im Besonderen Denen, für welche sie zunächst bestimmt ist, den tech- 
nischen Lehranstalten für den Unterricht, den Praktikern, den Inge- 
. nieurs, Maschinen- und Mühlenbauern, den Architekten, gebildeten 
Werkmeistern etc. als Handbuch zum Nachschlagen und zum Selbststudium. 


Müller- Pow illet’s 
Lehrbuch der Physik und Meteorologie. 


Zwei Bände von eirca 100 Bogen gr. 8. 
Mit 1460 in den Text eingedruckten Holzschnitten und dreizehn Stahlstich- 
Tafeln, zum Theil in Farbendruck. 
Satinirtes Velinpapier, geh. Preis 7%, Thlr. 


Fünfte umgearbeitete und vermehrte Auflage. 


Der Einfluss, ja die Macht, welche die Naturwissenschaften im Allgemeinen in 
unseren Tagen erlangt haben, die Unabweisbarkeit des Studiums der Physik im 
Besondern, stellt um so dringender das Bedürfniss heraus, dass diese Wissenschaft 
durch zweckmässige Lehrbücher einem grösseren Kreise möglichst zugän- 
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mes als Einheit. Das Werk besteht aus zwei Bänden. 


gig gemacht werde; von diesem Standpunkte ging der Verfasser bei der Bear- 
beitung des Werkes aus, und es gelang ihm, die Lehren der Physik in wahrhatt 
würdiger Weise populär und aner wen verständlich zu Wr, ohne den streng 


Die rasche und ehren Ane ken uch : ‚wird Schon seine voll- 
gültige Empfehlung begründen; e s darf ab ; N 


Nachstudium empfohlen wird, und dass e. و‎ GHEE und Aner- 
kennung unter allen denen gefunden hat, W en das. Selbstudium der Physik 
als Hülfswissenschaft, unentbehrlich geworden ist. — Der Medieiner, der Chemiker, 


der Pharmaceut, der Techniker, der Agronom, der Forst-, Berg- und Hüttenmann, 
der Architekt ete., kann der بب‎ da سف‎ Jeder Gebildete kann 
ihrer nicht mehr entbehren. 

Die äussere Ausstattung ist. eine solche, ER die Bestrebungen des Ver- 
fassers unterstützt; 1460 vortrefflich ausgeführte in den Text eingedruckte Holzstiche, 
sowie 13 zum Theil in :Farbendruck ausgeführte Stahlstich- Tafeln vermehren die 
Deutlichkeit und Verständlichkeit ungemein. — Der Preis ist für diese Ausstattung 


ein überaus we 0٠ 
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Lehrbuch de: Mechanik © 


cna Darstellung 


mit 
Uebungen Ga Anwendungen auf Maschinen- und Bau- 
Constructionen. 
Für den Unterricht an Gewerbe- und Realschulen, sowie zum Privat- 
studium, für angehende Ingenieure und Architekten bearbeitet 
von Ad. Wernicke, 


psi Lehrer an der Provinzial-Gewerbe-Schule zu Görlitz und Ingenieur. 


In zwei Theilen. 
Erster Theil. 


Mechanik fester ee 


pie Mit 376 in den Text eingedruckten Ho 
er. 8. Fein Velinpap. geh. Preis 1 Thl 
Zweiter Ber 


Das ee Lehrbuch behandelt in 8 Weise ‚die Mechanik, und 
ist, besonders für den Unterricht an den Gewerbeschulen, als Leitfaden zu benutzen. 
Der Ver ser ist bemüht gewesen, in einer recht Klaren, möglichst kurzen Dar- 
stellungsweise die fiir das erste Studium der Mechanik nothywendigen Gesetze zum 
Verständniss zu bringen. Erweiterungen derselben, sowie vielfache Uebungen aus 
den Maschinen- und Bau-Constructionen sind nach jedem Caj itel für sich zusam- 
mengestellt, wodurch sich das Buch hauptsächlich für den Schul-Gebrauch eignet. 

Audrerseits kann das Buch den Studirenden an höhe r 


in dem vorliegenden Buche dem Vortrage in ASF analytische 
möglich anschliesst, und zu gleicher Zeit zeigt, wie die e n Resultate auf 
zweckmässige Weise zur Lösung von Aufgaben aus dem 
benutzt werden können. Bei den Rechnungen dient das Zollpfu 


Mechanik der festen Körper und einen Anhang über die Ma 
nen. Der zweite Band behandelt die Mechanik der flüssigen Körper und liefert in 
den Uebungen die Theorie und Berechnung der hauptsiichlichsten - Kraftmaschinen 
(Wassersäulenmaschinen, Wasserräder, Turbinen, Dampfmaschinen) und einiger 
wichtigen Arbeitsmaschinen (Pumpen, Cylinder-Gebläse, Ventilatoren), 
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Bene An- 


n im Allgemei- í 
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